
3.3 비선형 시스템의 선형화 

제어 시스템의 대상이 되는 실제 시스템들 중에는 비선형의 특성을 갖는 시스템들이 많이 

있다. 엄밀히 말하면, 선형 특성을 갖는 시스템들 보다는 비선형 특성을 갖는 시스템들이 

더 많다고 할 수 있다. 그러나, 비선형 시스템에 관한 이론들은 선형 시스템 이론 보다 훨

씬 더 복잡하며, 선형 시스템 이론 만큼 잘 정립되어 있지 못하다. 비선형 시스템의 종류는 

너무나 다양하기 때문에, 이렇게 다양한 종류들을 모두 다룰 수 있는 이론을 정립하는 것은 

거의 불가능에 가깝다. 한편, 선형 시스템에 관한 이론들은 비교적 잘 정리되어 있으며, 비

교적 다루기도 쉽다. 따라서, 비선형 시스템에 관한 해석이나 설계의 방법들 중에는 비선형 

시스템을 근사화(approximation)하여 선형 시스템으로 변환 후, 선형 시스템에 관한 이론을 

적용하는 것이 가장 일반적인 방법이다. 물론 이러한 방법으로 모든 종류의 비선형 시스템

을 다룰 수는 없지만, 비교적 많은 종류의 비선형 시스템에 관한 문제를 해결하는 것이 가

능하다. 이 절에서는 비선형 시스템을 선형화 하는 방법에 대해서 설명한다. 

  변수가 하나인 선형 함수의 형태는 다음 식과 같다. 

 y Kx=  (0.1) 

즉, 선형 함수는 그림 3.9와 같이 원점을 지나는 직선으로 나타낼 수 있는 함수를 말한다. 

직선이라고 하여도 원점을 지나지 않는 함수는 선형 함수가 아니다. 

 

그림 3.9 선형 함수 

 

다음 식과 같은 비선형 함수를 근사화 하여 선형 함수로 바꾸는 과정을 고려해 본다. 

 ( )y f x=  (0.2) 

비선형 함수를 선형화 하기 위해서 먼저 결정해야 할 것은 선형화를 하기 위한 중심점의 좌

표이다. 예를 들어서, 선형화의 중심점은 0x 이며, 

 ( )0 0y f x=  (0.3) 

의 관계가 만족된다고 가정 한다. 이점으로부터 x 를 x∆ 만큼 변화 시켰을 때의 의 근사

값은 다음 식과 같이 얻을 수 있다. 
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위 식에서의 근사값을 얻는 개념을 그림으로 나타내면 그림 3.10과 같다. 

 

그림 3.10 비선형 함수 

 

위의 그림에서 보면 0x x= + ∆x 에서의 의 근사값을 구하기 위해서, 함수를 미분하여 y

0x x= 에서의 접선의 기울기를 구한 후, 이를 이용하여 다음과 같이 변화 량의 근사값 y∆
값을 구한다.  

 

0x x

dfy x
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∆ = ⋅∆ = ⋅∆ (0.5) K x  

물론, 그림에서 볼 수 있듯이, 정확한 값인 ( )0f x x+ ∆ 와 근사값인 사이에는 오차

가 있겠지만, 

0y + ∆y

x∆ 값이 아주 작다면 이 오차는 무시할 수 있다고 가정한다. 따라서, x∆ 와 

의 관계식은 선형함수로 나타낼 수 있게 되는 것이다. 이 선형화의 과정에서 주의해야 

하는 사실은 세가지 이다. 첫째, 선형화의 중심 좌표가 바뀌면 기울기는 새롭게 구해야 한

다. 즉 선형화된 함수는 중심점 값에 따라 바뀐다는 의미이다. 두번째, 

y∆

x∆ 값이 커지면 오

차가 커지므로 선형화된 함수를 계속해서 사용할 경우 이로 인한 오차가 발생할 수 있다. 

세번째, 비선형 함수는 선형화 하려는 중심점에서 미분 가능해야 한다. 이와 같은 선형화 

방법의 대표적인 예는 전자회로의 해석에 사용되는 작은 신호 모델(small signal model)이

다. 전자회로에 사용되는 트랜지스터는 비선형 특성을 가지지만, 선형 회로 해석 방법을 적

용하기 위해서는 선형화할 필요가 있다. 선형화를 위해서 먼저 바이어스 전압으로부터 동작

점(operating point)을 구한다. 이 점이 선형화를 위한 중심점이다. 이 동작점으로부터 전압

이나 전류값이 많이 변화하지 않는 다는 가정하에, 전압이나 전류의 변화 량만을 이용해서 

선형 회로 모델을 만든 것이 작은 신호 모델인 것이다.  

  다음으로, 변수가 두개인 2차원 선형 함수를 고려해 본다. 변수가 두개인 선형 함수는 다



음 식과 같이, 변수와 계수가 모두 벡터 형태를 갖는다. 
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위의 방정식은 3차원 공간에서의 평면의 방정식이며, 이를 그림으로 나타내면 그림 3.11과 

같다. 

 

그림 3.11 2차원 선형 함수 

 

그림 3.11에서 볼 수 있듯이, 1차원 선형 함수는 기울기가 한 개이지만, 2차원 선형 함수는 

과  두 개의 기울기가 있다. 은 1K 2K 1K 1x y− 평면에서의 기울기 이고, 는 2K 2x y− 평면

에서의 기울기 이다. 다음 식과 같은 2차원 비선형 방정식의 선형화를 고려해 본다. 

 ( )1 2,y f x x=  (0.7) 

위와 같은 2차원 비선형 함수는 1x 축, 2x 축, 축으로 이루어진 3차원 공간에서의 곡면

(surface)이다. 선형화의 중심점은 

y

( )10 20,x x 이며, 

 ( )0 10 2,y f x x= 0  (0.8) 

의 관계가 만족된다고 가정한다. 이 중심점으로부터 1x 은 1x∆ , 2x 는 2x∆ 를 변화 시켰을 

때 의 근사값은 다음과 같이 구할 수 있다. y
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위의 식에서 편미분 1/f x∂ ∂ 은 비선형 곡면이 1x y− 면과 만나서 생기는 곡선을 미분한 것

과 같으며, 마찬가지로 편미분 2/f x∂ ∂ 은 비선형 곡면이 2x y− 면과 만나서 생기는 곡선을 



미분한 것과 같다. 따라서, 비선형 함수를 1x 과 2x 에 대해서 편미분 하면, 선형화의 중심점 

에서 곡면에 접하는 평면의 1x 축 방향의 기울기 과, 1K 2x 축 방향의 기울기 를 구할 수 

있고, 이를 이용하여 다음 식과 같이 변화 량의 근사값 

2K
y∆ 값을 구할 수 있다. 
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위의 선형화 방법은 3개 이상의 변수를 갖는 비선형 함수에 대해서도 확대 적용할 수 있다. 

이 방법을 다음과 같은 상태 변수 방정식으로 표시되는 비선형 시스템의 선형화에 적용해 

본다. 
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위의 시스템에 대한 선형화의 중심점은 ( )10 20 0, , ,x x u 이며, 이 중심점에서 다음의 관계식

이 만족 된다고 가정한다. 

 ( )0 10 20 0, , , ,  1, 2, ,i ix f x x u i n= =  (0.12) 

그리고,  
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이라면, 근사식은 다음과 같다. 
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위의 식으로부터 다음과 같은 선형 상태 방정식을 얻을 수 있다. 
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아래에서는 위의 식들을 이용하여 비선형 시스템을 선형화 하는 예제들을 보여준다. 

 

예제 3.9 

그림 3.12와 같이 무게가 없고 길이가 L 인 막대의 끝에 무게가 M 인 추가 달려있는 

진자(pendulum)를 고려한다. 막대의 무게는 없다고 가정한다. 

 

 

그림 3.12 진자(pendulum) 

 

이 진자는 외부 입력 토크 τ 에 의해서 움직이고 있다. 이 시스템을 평형 점을 중심으로 선

형화 하여 선형 상태 방정식과 전달 함수를 구한다. 중력 가속도를 라고 할 때, 중력이 

추에 미치는 힘은 

g
Mg 이며, 이중 회전 원호의 접선 방향의 힘 성분은 sinMg θ 이다. 따라

서 회전 추에 가해지는 토크의 합은 sinLMgτ θ− 이며, 이를 이용하여 뉴턴의 운동 법칙

을 적용하면 다음 식과 같다. 

 

2
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2sin dLMg ML
dt
θτ θ− =  (0.17) 

이 시스템의 상태 방정식을 구하기 위해 다음과 같이 변수를 정의한다. 

 1 2,  ,  x x uθ θ τ= = =  (0.18) 
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 (0.19) 

선형화를 하기 위한 중심점을 으로 정하면, 이 점에서 평형 상태임을 

쉽게 알 수 있다. 평형 점에서 선형화된 상태 변수 방정식의 시스템 매트릭스는 다음 식들

에서 구할 수 있다. 
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 (0.20) 

또한 입력 매트릭스는 다음 식들에서 구할 수 있다. 
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위의 결과들로부터 평형 점에서 선형화된 상태 변수 방정식은 다음과 같이 얻을 수 있다. 
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전달 함수를 구하기 위해서 위의 식에 라플라스 변환을 취하면 다음과 같다. 
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위의 식으로부터 다음과 같은 전달 함수를 구할 수 있다. 
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예제 3.10 



  그림 3.13 과 같은 자기 부상 장치(magnetic levitation system)를 고려한다. 

 

그림 3.13 자기 부상 장치(magnetic levitation system) 

 

자기 부상 장치는 전자석에 전류를 흘려 주어 쇠구슬을 공간에 띄우는 실험 장치이다. 이 

시스템의 입력은 전자석에 흘려 주는 전류 이며, 출력은 전자석으로부터 쇠구슬까지의 거

리 이다. 전자석이 쇠구슬을 당기는 힘은 전류의 제곱에 비례하고 거리의 제곱에 반비례

한다. 또한 쇠구슬에는 중력에 의한 힘이 작용하므로, 뉴턴의 운동 법칙을 적용하면 다음과 

같은 운동 방정식을 얻을 수 있다. 
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위의 식에서 M 은 쇠구슬의 질량이며, 는 중력 가속도, 그리고 g K 는 비례 상수이다. 이 

시스템의 상태 변수 방정식을 구하기 위하여 다음과 같이 상태 변수와 입력 변수를 정의한

다. 
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위의 상태 변수 정의를 이용하여 다음과 같은 상태 변수 방정식을 얻을 수 있다. 
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쇠구슬이 의 위치에서 평형 상태에 있다고 가정하고, 이때 흐르는 전류는 라고 

가정한다. 평형인 상태에서 쇠구슬은 정지해 있으므로, 

0y Y= 0i I=

2 0x = 의 조건으로부터 다음과 같은 

관계식이 성립함을 알 수 있다. 
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또한 평형 점에서의 상태 변수와 입력은 다음의 값들을 가진다. 



 1 0 2,  0,  0x Y x u I= = =  (0.29) 

평형 점에서의 선형화된 상태 변수방정식의 시스템 매트릭스는 다음 식과 같이 구해진다. 
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 (0.30) 

또한 입력 매트릭스는 다음 식들에서 구할 수 있다. 
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 (0.31) 

위의 결과들로부터 평형 점에서 선형화된 상태 변수 방정식은 다음과 같이 얻을 수 있다. 
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 (0.32) 

전달 함수를 구하기 위해서 위의 식에 라플라스 변환을 취하면 다음과 같다. 
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위의 식으로부터 다음과 같은 전달 함수를 구할 수 있다. 
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